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Résumé. - Dans cet article les auteurs présentent et comparent différentes méthodes permettant 
de calculer la force globale s'exerçant dans un dispositif électromagnétique. Pour chaque 
méthode. les bases de l'établissement de l'expression de la densité de force sont rappelées. Les 
répartitions des densités de force ainsi que la force globale obtenues à l'aide de chaque méthode 
sont comparées en utilisant un code de calcul par éléments finis. 
Abstract. - In thi~ paper the authors present and compare different methods to calculate the 
global force acting on an electromagnetic device. For each method. the base, to set up the 
different expressions giving the force densities are recalled. The distribution of force densities as 
weil as the global force obtained by each method are compared using a finite element code. 
1. Introduction. 
La conception des structures électromagnétiques fait de plus en plus appel à des codes 
numériques de calcul des champs basés sur la méthode des éléments finis ou la méthode des 
différences finies. Les efforts magnétiques exercés sur les parties mobiles constituent une 
grandeur importante pour l'étude du fonctionnement de ces structures. Pour déterminer ces 
efforts, plusieurs méthodes peuvent être employées et des travaux de recherche sur ce sujet 
ont été publiés il y a déjà quelques années [5] et plus récemment [1-4]. 
Dans cet article, nous allons d'abord présenter les différentes formulations utilisées. Nous 
comparons ensuite, sur un exemple simple, les résultats obtenus à l'aide de chacune des 
méthodes tant en ce qui concerne la répartition des densités de force que la force globale. 
2. Différentes formulations de la force électromagnétique. 
Les méthodes de calcul de force électromagnétique sont basées soit sur l'introduction de 
sources équivalentes soit sur la dérivation de l'énergie magnétique. 
Après quelques rappels préliminaires nous présenterons successivement les formulations 
relatives à ces deux démarches. 
Cl<) Actuellement au L.E.E.!. 
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2.1 PRÉLIMINAIRES. - En tout point d'une structure magnétique on peut relier le vecteur 
induction magnétique B au vecteur champ magnétique H par: 
B = f (H). 
La fonction l dépend de1> propriétés physiques du milieu. 
Dans l'espace vide, les vecteurs H et B sont reliés par la relation: 
B H=-
J.Lo 
où J.Lo est la perméabilité magnétique du vide. 
( 1 ) 
(2) 
Dans un milieu magnétique isotrope sans aimantation permanente, la relation entre 
H et B devient: 
soit encore 
B H=-
Il 
H=_B_ 
Il 0 J.L r 
(3) 
où J.L et J.L r représentent respectivement la perméabilité absolue et la perméabilité relative du 
milieu. 
Pour tenir compte de la présence du matériau on peut aussi introduire un vecteur intensité 
d'aimantation induite M défini par la relation: 
B M=--H. 
J.Lo 
(4a) 
Par la suite, pour simplifier, le vecteur M sera appelé aimantation. En utilisant les relations 
(3) et (4a) on peut exprimer l'aimantation soit en fonction du champ seul par la relation: 
M = (J.L r - 1) H (4b) 
soit en fonction de l'induction seule par la relation: 
M= (I-...!...)~ 
J.L r J.Lo 
(4c) 
Les conditions de passage d'un milieu 1 de perméabilité J.L et d'aimantation induite 
MI> ne comportant pas de courants surfaciques réels, à un autre milieu 2 de perméabilité 
J.Lo (Fig. 1) sont obtenues en écrivant la conservation de la composante normale de l'induction 
et la conservation de la composante tangentielle du champ: 
B 2n =B 1n 
H 2l = HII 
ce qui donne, en utilisant les relations (4a) et (2) relatives aux milieux 1 et 2 : 
(5) 
(6) 
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Fig. 1. - Condition~ de pa~~age d·un milieu à un autre. 
r Boundary condition~.l 
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Ce~ relation~ peuvent aU~~1 !-> écnre en fonctIOn de la perméabilité relative f..t r du milieu 
magnétique 1 en utilisant les relations (4b) et (4c) : 
H 2n =f..t r H ln 
1 8 2 [ =-8 1[. 
f..t r 
(7) 
2.2 FORMULATIONS BASÉES SUR LES SOURCES ÉQUIVALENTES. - Ces méthodes consistent à 
remplacer le milieu magnétique sur lequel le calcul de force est effectué par un milieu 
amagnétique à l'intérieur duquel se trouve une distribution volumique de sources de champ et 
à la surface duquel existe une distribution surfacique de sources de champ. Ces distributions 
peuvent être soit des distributions de courants, soit des distributions de charges soit encore 
des combinaisons de ces deux types de distribution. 
2.2.1 Courants équivalents. - Dans cette métlrode (5 J le milieu magnétique de perméabilité 
JI- est remplacé par un milieu amagnétique dans lequel circulent des courants de densité 
volumique J v égale à : 
J, = Rot MI (8) 
et à la surface duquel circulent des courants de densité surfacique J, égale à : 
(9) 
où n est le vecteur unitaire normal à la surface S limitant le milieu. Lorsqu'on calcule le champ 
magnétique avec ces distributions de courant à la place du milieu magnétique, l'induction B 
dans tout le système reste inchangée par contre le champ HI à l'intérieur du milieu change 
[5,61. 
On obtient alors la den),ité volumique de force fv et la densité de force surfacique 
f, à partir de la loi de Laplace: 
fv=JvAB I 
f, = J, A B, 
où B, désigne l'induction à la ~urface S du milieu. 
(l0) 
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Compte tenu des relations (4b) et (8), la densité volumique de courant équivalent peut être 
exprimée en fonction du champ par: 
( 1 1) 
Pour un milieu homogène et linéaire, on obtient finalement pour la densité volumique de 
courant équivalent: 
(12) 
De plus si le milieu ne comporte pas de courant réel, le rotationnel du champ e~t nul. La 
densité volumique de courant équivalente est donc nulle et seule subsiste la densité de courant 
surfacique J,. La figure 2 illustre l'équivalence, dans ce cas particulier et pour un système à 
deux dimensions. 
Pour évaluer la force il suffit donc de tenir compte de la densité surfacique de forces créée 
par la densité surfacique de courant équivalente. D'après [2J l'induction B, est égale à la 
moyenne entre l'induction B1 à l'extérieur de la surface S et l'induction BI à l'intérieur de cette 
surface [5, 6J. Compte tenu des conditions de passage données plus haut (6) et des relations 
(9) et (10) on obtient l'expression suivante de la densité surfacique de force: 
(13) 
où k est le vecteur unitaire tangent à la surface S au point considéré (Fig. 2). Cette méthode a 
été présentée par Carpenter en 1959 [5 j, étudiée par Lakehal [6] et reprise récemment par 
Kabashima [2, 3]. 
La force globale est obtenue en intégrant cette expression sur la surface S entourant le 
milieu. 
CD 110 il k $ (S) 
Fig. 2. - Distribution de courants équivalente à un milieu magnétique homogène de perméabilité 
JL. 
leurrent distribution equivalent to a homogeneous magnetic medium.! 
2.2.2 Charges magnétiques équivalentes. - Dans cette formulation [5] le milieu magnétique 
de perméabilité /-t est remplacé par un milieu amagnétique contenant une distribution 
volumique de charges magnétiques de densité Pv égale à: 
Pv = - /-ta div MI (14) 
combinée avec une distribution surfacique de charges magnétiques de densité P, répartie sur 
la surface S limitant le milieu, égale à : 
(15) 
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Avec ces distributions de charges équivalentes, le champ magnétique H dans tout le système 
reste inchangé, alors que l'induction B, à l'intérieur du milieu est différente de celle existant 
dans le système réel [5]. 
Cette formulation donne une distribution volumique de force de densité fv et une 
distribution surfacique de force de densité f, : 
fv = Pv H, 
f,=p,H, 
où H, désigne le champ magnétique sur la surface S du milieu. 
(16) 
Compte tenu des relations (14) et (4c) la densité volumique de charge en fonction de 
l'induction ~'exprime par: 
Pv = - div B, + grad ~ . B, . ( l7a) 
I-l- r 
La divergence de l'induction étant nulle, on obtient: 
1 p v = grad - . B, . ( I7b) 
I-l- r 
Donc pour un milieu homogène et linéaire la densité volumique de charges équivalentes est 
nulle et seule subsiste la densité surfacique de charge. 
La figure 3 illustre l'équivalence, dans ce cas particulier et pour un système à deux 
dimensions. 
o ~o 
(S) 
+ 
+ 
(S) 
Fig. 3. - Distribution de charges équivalente à un milieu magnétique homogène de perméabilité 
/-L. 
(Charge distribution equivalent to a homogeneous magnetlc medium. J 
Pour évaluer la force, il suffit donc de tenir compte de la densité surfacique de force créée 
par la distribution surfacique de charges. Le champ H, sur la surface S est égal à la moyenne 
entre le champ H2 à l'extérieur de la surface S et le champ H, à l'intérieur de cette surface 
[5, 6]. Compte tenu des conditions de passage du champ d'un milieu à un autre (6) et des 
relations (15) et (16), on obtient pour l'expression de la densité surfacique de force 
f, : 
(18) 
Cette méthode a été présentée par Carpenter [5], étudiée par Lakehal [6]. 
La force globale est obtenue en intégrant cette densité sur la surface S du milieu. 
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2.2.3 Autres distributions de sources équivalentes. - D'après Carpenter [5 J d'autre!'> 
distributions de sources équivalentes peuvent être déduites en combinant des distributions de 
charges magnétiques et des distributions de courants. Une des plus intéressantes est la 
combinaison d'une distribution de charges surfaciques de densité p, égale à: 
(19) 
et une distribution de courants surfaciques de densité J, égale à: 
(20) 
Avec ces distributions équivalentes le champ et l'induction restent inchangés partout sauf à 
l'intérieur du milieu magnétique où ils sont uniformément nuls [5]. 
Les sources équivalentes étant uniquement des sources surfaciques, cette méthode donne 
uniquement une distribution surfacique de force de densité f, : 
(21) 
B, qui est l'induction sur la surface du milieu est égale à la moyenne entre l'induction à 
l'intérieur qui est nulle et l'induction à l'extérieur 8 2 qui reste inchangée par rapport au 
système réel [5, 6]. Lorsqu'on développe l'expression (2I), on obtient la densité surfacique de 
force appliquée sur la surface du milieu: 
Cette méthode a été présentée par Carpenter [5] et étudiée par Lakehal [6]. 
La force globale est obtenue en intégrant cette densité de force sur 
S du milieu. 
(22) 
la surface 
Une remarque importante a été faite par Carpenter [5] à propos de ce calcul: l'expression 
(22) est identique à celle que l'on obtiendrait avec la méthode du tenseur de Maxwell. 
Rappelons que cette méthode consiste à calculer la force sur un système magnétique en 
utilisant une surface quelconque entourant ce système et passant dans un milieu homogène 
[7]. 
2.3 FORMULATION BASÉE SUR LA DÉRIVÉE DE L'ÉNERGIE, - La force globale sur un milieu 
magnétique non déformable peut être calculée à l'aide de l'expression suivante [5] : 
F = _ llW 
\ 8x (23) 
qui exprime la force dans la direction x comme le rapport entre la variation de l'énergie au 
cours d'un déplacement virtuel dans cette direction effectué à flux constant et le pas 
llx de ce déplacement. Si le milieu est isotrope et ne comporte pas de courant, la variation 
d'énergie 8W, lors d'un déplacement à flux constant, peut être exprimée en fonction de la 
variation de perméabilité II f-L par la relation suivante [8, 9] : 
(24) 
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où V est le volume du milieu sur lequel la force est calculée. La variation de perméabilité 
8 JL peut être due à l'inhomogénéité du milieu et àux contraintes mécaniques subies par le 
milieu. Si on néglige la variation de perméabilité due aux contraintes mécaniques, la variation 
de perméabilité 8JL lors d'un déplacement 8x suivant Ox est donnée par: 
8JL = ClJL 8.r 
Clx 
(25) 
cette relation n'est valable que si la perméabilité varie de façon continue dans le domaine 
étudié. Pour un volume contenu dans un milieu non déformable, isotrope, ne comportant pas 
de courant et où la perméabilité varie de façon continue, la force F \ dans la direction 
x sur ce volume, selon (23) (24) et (25), est donnée par la relation: 
F = - J .!. a JL H 2 dv . 
\ 1 2 Clx (26) 
De la même manière on peut obtenir les composantes de la force dans les autres directions. 
La force globale sur ce volume peut donc s'exprimer par la relation: 
J H2 F = - If T grad JL dv . (27) 
Comme le milieu ne présente pas de discontinuité de la perméabilité cette relation est 
applicable à tout volume V. Lorsque l'on fait tendre ce volume vers zéro, on obtient la force 
volumique: 
(28) 
Si le volume V est parcouru par des courants de densité volumique J v il faut rajouter un terme 
à la relation (28) la force volumique est alors donnée par la relation: 
H2 fv = - T grad JL + J v 1\ (JLH). (29) 
Lorsqu'on veut calculer la force sur un volume V entouré par une surface S où la 
perméabilité est discontinue cette distribution volumique de force est insuffisante. Il faut donc 
rajouter la force qui s'exerce sur les surfaces de discontinuité. Pour calculer cette force 
v 
a) 
Fig. 4. - Volume fictif (V e ) pour le calcul des densités de force par la dérivée de I"énergie. 
1 Fictious volume (V e) for the calculation of force densities from the energy derivation method. J 
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certains auteurs [5, 8, 9] supposent que cette surface possède une épaisseur non nulle et forme 
ainsi un volume fictif où la perméabilité varie de façon continue. Pour déterminer, la force qui 
s'exerce sur une partie Se de cette surface (Fig. 4a) il faut intégrer l'expression (29) sur un 
volume fictif Ve (Fig. 4b). Ces auteurs montrent que l'expression (29) peut être mise sous la 
forme de la divergence d'un tenseur. Le théorème de la divergence permet alors de calculer la 
force sur Ve en intégrant, sur la surface délimitant Ve l'expression suivante: 
1 fs = (n. B) H - 2: (BH) n . (30) 
Pour obtenir la force sur Se on fait tendre l'épaisseur du volume Ve vers zéro. L'intégrale est 
alors calculée le long des surfaces Se + et se - (Fig. 4c) dont les normales respectives sont 
n+ et n- Les normales n+ et n- étant opposées on obtient: 
FSe = Le+ (nB)H-~(BH)n) ds- Lc- (nB)H-~(BH)n) ds (31) 
n étant la normale à la surface Se et confondue avec n+ 
Lorsqu'on fait tendre la surface Se vers zéro on obtient l'expression de la densité de force 
surfacique : 
2.4 CONCLUSION. - Nous disposons donc de quatre formulations différentes pour calculer la 
distribution de force sur un milieu magnétique et la force magnétique globale correspon-
dante: 
la méthode des courants équivalents (13) ; 
la méthode des charges magnétiques équivalentes (l8) ; 
la méthode des charges et courants surfaciques (22) ; 
la méthode de la dérivée de l'énergie (32). 
Dans le cadre des hypothèses où nous nous sommes placés d'un milieu magnétique linéaire 
et homogène, toutes ces méthodes font apparaître seulement des densités de force surfacique. 
Compte tenu des relations de passage (5) et (7) les expressions de ces densités de forces 
relatives à chacune des méthodes sont données sur le tableau 1. 
Tableau 1. - Expressions des différentes densités surfaciques de forces. 
[Expressions of the different surface force densities] 
Méthodes Composante tangentielle Composante normale 
Courants équivalents ,uo(l - ,ur) H 2n H 2t 1 2 2 2: ,uO(,ur - I)H 2t 
Charges équivalentes ,uo( 1 - :r) H 2n H 2t 1 ( 1) 2 2:,uo 1- ,u~ H 2n 
Charges et Courants ,uOH2n H 2t 1 2 2 2:,uo(H2n -H2t ) 
Dérivée de l'énergie 0 ~ ,uo( (1 - :r ) Hrn + (,ur - I)Hrt) 
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Ce tableau est celui que présentait Carpenter en 1959 [5] et que Müller [10] a utilisé plu:, 
récemment avec la méthode des différences finies. 
3. Comparaison des différentes méthodes de calcul des forces magnétiques. 
Pour pouvoir comparer les différentes méthodes présentées nous avons choisi le système 
magnétique relativement simple composé d'une pièce en matériau magnétique attirée par un 
aimant permanent représenté sur la figure Sa. La résolution du champ magnétique a été 
effectuée à l'aide du logiciel de calcul des champs EFCAD basé sur la méthode des éléments 
finis [II, 12J. 
La figure 5 montre les différentes distributions des densités surfaciques de force obtenues le 
long du matériau magnétique avec chacune des quatre méthodes. Ces densités de force y sont 
représentées par des vecteurs dont la longueur est proportionnelle à la densité. 
On peut remarquer que chaque formulation donne une répartition de la densité de force 
différente, la plus particulière étant celle obtenue avec les courants équivalents. 
A partir de ce premier résultat on peut calculer la force globale qui s'exerce sur la pièce en 
matériau magnétique. Ce calcul de la force globale se fait par intégration des expressions (10), 
(16) ou (20). Dans le code de calcul pour obtenir la force globale. l'intégration est faite par 
addition des forces agissant sur le côté des éléments qui sont placés sur l'interface fer-air. Pour 
cela on utilise les expressions données dans le tableau 1 qui font intervenir les composantes 
normale H 2 n et tangentielle H 21 du champ H 2 calculées dans l'air au voisinage de la surface 
(S). La méthode des éléments finis utilisée étant basée sur la formulation en potentiel vecteur 
seule la continuité de la composante normale B n de l'induction est assurée sur l'interface. 
Pour minimiser l'erreur, due au fait que l'on n'assure pas la continuité de la composante 
tangentielle H t du champ sur l'interface. il est nécessaire d'utiliser un maillage suffisamment 
serré au niveau de cette interface [13]. 
Afin de tester les quatre formulations, le calcul a été fait pour plusieurs maillages de 
finesses différentes. 
La figure 6 montre les résultats obtenus. Les formulations à partir de la dérivée de l'énergie 
(Fig. 60). avec les charges équivalentes (Fig. 6B) et celle qui combine charges et courants 
surfaciques (Fig. 6C) donnent, quel que soit le maillage, des résultats très voisins. Par contre, 
la formulation avec les courants équivalents (Fig. 6A) donne, avec un maillage lâche, un 
résultat très différent. Lorsque le maillage est affiné ce dernier résultat tend vers les résultats 
donnés par les autres formulations. 
On peut en déduire que la formulation avec les courants équivalents est très sensible à la 
finesse du maillage. 
Sur cette figure 6 nous avons également représenté le résultat obtenu avec le tenseur de 
Maxwell sur une surface d'intégration passant au milieu de l'entrefer (Fig. 6E). On vérifie 
bien, comme nous l'avons déjà signalé au paragraphe 2.2.3, que ce résultat est identique à 
celui obtenu avec la méthode basée sur la combinaison de charges et de courants surfaciques 
dès que le maillage est suffisamment serré. 
Les calculs complémentaires que nous avons effectués ont montré que la valeur de la force 
globale obtenue par le tenseur de Maxwell dépend très peu de la surface d'intégration choisie, 
bien qu'à chaque surface d'intégration corresponde une distribution de la densité de force 
différente. 
4. Conclusions. 
Nous avons tout d'abord rappelé les différentes formulations de la densité de force à la 
surface d'un milieu magnétique sans aimantation permanente, disponibles dans la littérature. 
868 JOURNAL DE PHYSIQUE III N"5 
Pièce magnétique 
Aimant 
a 
b c 
d e 
Fig. 5. - Structure magnétique analysée. a) Carte du champ magnétique. b) DI~tributlOn de~ force~ 
par la méthode de~ courants équivalents. c) Di~tribution des force~ par la méthode de\ charge~ 
équivalente~. d) Distribution de~ force~ par la méthode de~ charge~ et couranh ~urfacique~. e) Di\tribu-
tion de~ force~ par la méthode de la dérivée de l'énergie. 
[Magnetic structure analy~ed : a) Magnetic field plot. b) Di~tnbution of force~ by the equivalent current 
method. c) Dbtribution of forces by the equivalent charge method. d) Di\lribution of force~ by the 
equivalent ~uperficial current and charge method. e) Di~tribution of force\ by the energy derivation 
method.1 
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5 Force (NJ 
4 
E '" 
c // ....... ,~ 
o ' / ',:-..... 
/ ..... . 
B ', ........ _ 
.... _---~-=------: .. ----:.::~- .. - .. -
----
---
3 ---
---
2 
A 
o 1000 2000 3000 4000 
Nombre d'éléments 
Fig. 6. - Force globale en fonction du nombre d'éléments de maillage. Al Méthode des courant~ 
équivalents. B l Méthode des charge~ équivalentes. C) Méthode des charge~ et courants surfacique~ 
équivalents. D) Méthode de la dénvée de l'énergie. E) Méthode du tenseur de Maxwell. 
(Global force l'ersus the number of mesh elements. A) Equivalent current method. B) Equivalent 
charge method. C) Equivalent superficial charge and CUITent method. D) Energy derivation method. 
El Maxwell ~tres~ tensor method.] 
Ce~ différentes formulations ont en~uite été utilisées pour calculer les force~ mi~es en jeu 
dan~ un dispositif élémentaire, à partir du champ calculé au moyen d'une discrétisation par 
éléments fini~, 
Nou~ avons ainsi montré que toutes les formulations conduisent à de~ répartition~ 
différentes de la den~ité de force. On est donc nature)[ement amené à ~e poser la question 
suivante: parmi les quatre formulations analysée~ en est-il une qui fournisse la densité de 
force rée)[e qui ~'exerce sur le matériau magnétique? Les résultats que nous avons présentés 
ne permettent absolument pas de conclure et, malgré certaines conviction~ affichées dans les 
références [1] et [21, il ne nous semble pa~ possible de résoudre théoriquement le problème du 
calcul de la densité de force sans faire appel à une représentation du matériau magnétique 
plus précise. 
En ce qui concerne le calcul de la force globale, trois des formulations analysées conduisent 
pratiquement au même résultat: ce sont les formulations basées sur les charges magnétiques 
équivalente~, une combinai50n de charges et de courants surfaciques et la dérivée de 
l'énergie. 
La quatrième méthode, basée sur les courants équivalents, ne conduit à la même force 
globale qu avec des mai)[ages très serré~. Il faut d'ai)[eurs noter qu e)[e donne une distribution 
de densité de force très différente de celles obtenues avec les autres méthodes. 
Nous avons également rappelé que l'expression de la densité de force obtenue à partir des 
charges et courants surfaciques équivalents s identifie à ce)[e obtenue en utilisant le tenseur de 
Maxwell lorsque la surface d'intégration est voi~ine de la surface du matériau magnétique. 
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Nous avons alors vérifié que le~ deux méthodes donnent pratiquement le même résultat 
pour le calcul de la force globale, quelle que soit la position dans l'entrefer de la surface 
choisie pour intégrer le tenseur de Maxwell. 
Aussi, en raison de sa relative facilité de mise en œuvre et des résultats satisfaisants qu'elle 
fournit, il apparaît tout à fait justifié que cette méthode basée sur le tenseur de Maxwell, soit 
très couramment utilisée dans la pratique, pour le calcul de la force globale [Il, 12]. 
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